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FONCTIONS PART2

I Taux de variation d’une fonction entre deux valeurs

Définition n°l.

Remarque n°l.

Remarque n°2.

Remarque n°3.

Définition n°2.

Remarque n°4.

CC-NC-S4 @ @

Soient f une fonction définie sur un intervalle [/ et deux nombres
a et b appartenant a / . On appelle taux de variation entre a et b le
quotient :
f(b)-f(a)
b—a

Sionnote C, lacourbe |
représentative de  f dans )
un repere et qu’on se
donne A(x,;y,) et
B(x, 5 ys) deux points
appartenanta C, alors :

f(a)

flb)=fla) _ Ye=Yu _ A,

b—a oxy—x, A,
ot A, = yz;=y, e A =x3—x, sont les variations absolues
respectivement des ordonnées et des abscisses.

Le taux de variation entre a et b est donc le coefficient directeur de la
droite (4B)

Attention, a ne pas confondre taux de variation et taux d’évolution.
La droite (AB) estune sécante & la courbe C ; passantpar 4

On aurait pu faire la méme phrase avec B mais dans la suite on va « fixer »
A et « faire varier » B
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11 Nombre derive

En observant la figure précédente, on s’apercoit que si la courbe est
« assez lisse » alors son comportement (variation) ressemble a celui de la
sécante et que cette ressemblance est d’autant plus forte que les points

A et B sont proches I'un de I’autre. L’intérét de cette remarque étant qu’il
est facile d’étudier le comportement d’un droite... geogebra

Définition n°3.  (un peu hors programme...)
Soient f une fonction définie sur un intervalle [ et ¢ € [
On appelle nombre dérivé de f en a eton note si cela existe :
f ’(a)=lim f(a+h)—f(a)

h>0 h

Remarque n°5.  Nombre dérivé d’une fonction f en a.

La notion de limite n’étant pas au programme, on se contentera de dire que :
f'(a) est le nombre obtenu en faisant « tendre /4 vers 0» dans le

fla+h)—f(a)

quotient I (Quand ce nombre existe...)
Exemple n°l.

R-R

Soit [f= N 2 , déterminons le nombre dérivéde f en 3
X>x+5

Soit h € R |,

F(3+h)—f(3) _ (3+h)+5—(3°+5) _h*+6h+9+45—-9—5 _
= = = h+6
h h h
On faisant « tendre /4 vers 0 » , on obtient 6.
Donc f'(3)=6
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I Tangente a la courbe C; au point (a; f(a))

Comme annoncé a la remarque n°4, nous allons faire « tendre B vers A4
» et notre sécante va devenir une tangente.
Ennotant B(a+h ; f(a+h)) ,on constate que le coefficient directeur de la
sécante va « tendre, quand / tend vers 0, vers f'(a)
Définition n°4.
Latangente 7 a C, aupoint A(a; f(a)) estla droite passant par
A et de coefficient directeur [ '(a)

y = f'(a)(z —a)+ f(a)

Afa; f(a))

a

Fla)p-mmmmmmmm

Remarque n°6.
Cette tangente posséde un coefficient directeur, elle admet donc une équation
réduite de la forme y=mx+p avec m=f'(a) par définition.
Comme de plus, A(a ; f(a)) appartienta C s ,on obtient que :
fla)=f"(a)Xa+p
d’ou I’on déduit que :
p=fla)-axf'(a)
Ainsi I’équation réduite de  C, peut s’écrire :
y=f"la)x+f(a)-af"(a)
que ’on simplifie en: y=f"'(a)(x—a)+ f(a) pour obtenir la propriété
suivante.

Propriété n°l. Equation de la tangente
Soit f une fonction au moins définie sur un intervalle [/ et a€l .
Si elle existe, la tangente a la courbe C, au point A d’abscisse «
admet pour équation :

y=f"(a)(x—a)+ f(a)
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V1 4 Fonction dérivée d’une fonction

Définition n°5.

Exemple n°2.

| I»R :
f -Z{ N ou /<R estun intervalle.

x> f(x)
Si pour tout nombre réel x appartenant a I’intérieur de 1 , f'(x)
existe alors on dit que la fonction f est dérivable sur I’intérieur de 7/ et
on appelle fonction dérivée de f , la fonction notée [’ définie par
7O ::{ I-R
x> f'(x)

ReR
xX>X+5
Soit x€ER et h€ER . Considérons le quotient :

Flx+h)—f(x) _ (x+h)+5—(x*+5) _ xX*4+2xh+h*+5—x*=5
= = =2x+h
h h h
En faisant « tendre /% vers 0 » , on obtient 2x
Ainsi  f'(x)=2x .
Ceci étant valable pour tout réel  x , nous venons de démontrer que f  est

. . L r_ | RR
dérivable sur R et que sa fonction dérivée est: f "= 0

Reprenons la fonction de I’exemple n°1, f 3:[

i Quelques fonctions dérivées de référence

Remarque n°7.

Remarque n°8.

Propriété n°2.

preuve :

Propriété n°3.

CC-NC-S4 @ @

Fonction dérivée d’une fonction constante
Si f estune fonction constante sur [ , autrement dit pour tout x€/
f(x)=k avec k€R alors:
f(x+h)— f(x) =k—k=0 pourtout % ,onendéduitque f'(x)=0
Ainsi, la fonction dérivée d’une fonction constante est la fonction nulle.

Fonction dérivée de la fonction identité

Si f= R-R alors pour tout x€R ettout A€R
X=X
f(x+h)— f(x) _ x+h—x:1
h h

Ainsi la fonction dérivée de la fonction identité est la fonction constante égale
al.

Fonction dérivée de la fonction carré

Si f: o o2 alors f': 32y

Soit x€R et h€R .

_ 2 2 2 2 2
f(x+h})l f(x) _ (x+h2 X _x +2xhh+h X 5wk

qui «tendvers 2x »quand« /2 tend vers O » .

Fonctions dérivée de la fonction cube

ReHR ..
Si f= ; alors f'=
XX

R R
x=23x’
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preuve :
Soit x€R et heR .
_ 3.3 3 2 2,73 3
f(x+h) f(x) _ (x+h) X o_ X +3x h+3xh +h—x —3 243 et I
h h h
qui «tendvers 3x> »quand« % tend vers 0 » .
n:2 Quelques opérations sur les fonctions dérivées
Propriété n°4. Linéarité de la dérivation
Soient Jf =[i:$(x) et = ijf(x) ou IcR est un intervalle,
ainsique a€R et bER .
La fonction dérivée de la fonction af +bg est:
I»R
+ho)'=
(af g) [x-)af’(x)+bg’(x)
preuve :
(af +bg)(x+h)—(af +bg)(x) _ af (x+h)+bg(x+h)—(af (x)+bg(x))
h h
_ af (x+h)+bg(x+h)—af (x)—bg(x)
B h
_ af (x+h)—af (x)+bg(x+h)—bg(x)
B h
_ af(x+h)—af(x)+bg(x+h)—bg(x)
- h h
_ Slxrh)—f(x) , glx+h)—g(x)
=a +b
h h
qui tend vers af '(x)+bg'(x) quand k tend vers zéro.
Grace aux remarques n°7 et 8 ainsi qu’aux propriétés n°2,3 et 4 nous obtenons
le formulaire suivant :
V Un formulaire a connaitre
Propriété n°5.
Dans ce tableau k,a,b,c et d sont des nombres.
f(x)= f(x)=
k 0
X 1
x2 2x
x’ 3x°
ax’+bx’+cx+d ax3x’ + bX2x + ¢
Exemple n°3.

On donne  f définie sur R par  f(x)=4 X =5x"+11 x+7 ct
déterminons 1’expression de sa fonction dérivée.
f'(x)=4x3x> — 5x2x + 11
=12x°—10x+11
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Vi Variations d’une fonction

Propriété n°6.

preuve :

Propriété n°7.

CC-NC-S4 @ @

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 7/ de R .
=Si f estcroissantesur [/ alors,pourtout x de I  f'(x)=0
*Si f estdécroissante sur [ alors,pourtout x de I  f'(x)<0
*Si f estconstantesur [ alors,pourtout x de I  f'(x)=0

= Supposons que f est croissante sur /
Soit a€l et heR\[0| telque a+h appartiennea I
— Si A>0 alors:
a+h>a etcomme f estcroissantesur I  f(a+h)>f(a)
Ce qui équivaut a :
ath—a>0 et f(a+h)—f(a)=0
flath)=fla)_ flath)=fla)_
a+h—a h
— De la méme fagon, si /~<0 alors:
a+h<a etcomme [ estcroissantesur I  f(a+h)<f(a)
Ce qui équivaut a :
ath—a<0 et f(a+h)—f(a)<O
flath)=fla)_ flath)=fla)_
a+h—a h
ath)=lal,
= Les deux autres points se sont démontrent de la méme manicre et sont laissés
a titre d’exercice.

Donc

Donc

, ce qui implique  f'(a)=0

Dans les deux cas

(admise)
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 7 de R .
*Sipourtout x de I  f'(x)=0 alors f estcroissantesur /
*Sipourtout x de I  f'(x)<O alors f estdécroissantesur [
=Sipourtout x de I  f'(x)=0 alors [ estconstantesur /
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Equation de la tangente en a

y=f"(a)(x—a)+f(a)

A connaitre par coeur
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Le réesume du cours

Sionnote C, lacourbe |
représentative de f dans 4,
un repere et qu’on se

donne A(x,;y,) et

0] S——

B(XB 5 yB) deux points EA(mA§yA) ,
appartenanta C, alors : A, !
:<—>:

—

- — A
taux de variation : f(b)=1(a) = Vs Va _ 5y
b—a Xp—X4 A,

ot A, = y;=y, et A =xz—x, sont les variations absolues

respectivement des ordonnées et des abscisses.

La tangente 7 a C, au point A(a ; f(a)) est la droite passant par

A et de coefficient directeur f'(a) .

fla+h)]

(a4 h: fla+ h))

f(@)f----

[ [ ——

a+h ")

Si f et g sontdérivables sur un intervalle [/ alors
f+g aussiet (f+g)'=f"+g’

Si  f estdérivable sur un intervalle / etsi Ak€R alors
k f estdérivablesur I et (kf)'=kf’
f(x)= S '(x)=
k 0
X 1
x2 2x
X 3x°
ax’+bx’+cx+d ax3x’ + bX2x + ¢
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