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LES VECTEURS

I Translations et vecteurs

Définition n°1.  Translation qui transforme A en B.
On considére deux points 4 et B du plan.
On appelle translation qui transforme A4 en B la transformation qui, a tout point
M du plan, associe I’'unique point M’ tel que [AM' ] et [BM] ont méme milieu.

Ml

Figure 1 Figure 2

Le point M’ est I’image du point M par la translation qui transforme 4 en B.
Remarque n°l.

Une translation est entiérement définie par la donnée de 3 informations :

= Une direction : on se déplace parallélement a la droite (4B)

= Un sens : on se déplace comme de 4 vers B

= Une longueur : la distance parcourue est la méme que la longueur 4B.
Définition n°2.  Le vecteur AB , associé a la translation qui transforme A en B.

On considére deux points 4 et B du plan.

» Le vecteur AB est la donnée des 3 informations qui caractérisent la

translation qui transforme 4 en B.

* On le représente par une fleche comme sur les figures 1 et 2.

= 4 est lorigine du vecteur 4B et B est son extrémité.
Définition n°3.  Vecteurs égaux

Deux vecteurs sont ¢gaux s’ils définissent la méme translation.
Propriété n°l.

Soient A, B, C et D quatre points.

AB=CD &  ABDC est un parallélogramme.

preuve :

e AB=CD= ABDC estun parallélogramme
« AB=CD = (4B)//(DC) B B
» AB=CD =  ABDC est non croisé.
- AB=CD =  AB=DC
Le quadrilatére ABDC, non croisé¢, a deux cotés p
opposés paralleles et de méme longueur.  XK-------- c
C’est un parallélogramme. '

e AB=CD < ABDC est un parallélogramme Figure 3

Le quadrilatetre ABDC étant un parallélogramme, ses cOtés opposés sont
paralléles et égaux. En particulier (4B)//(DC) et AB=DC

—_—  —

Enfin le nom ABDC nous indique que 4B et CD ont le méme sens.
Ainsi AB=CD
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II  Vecteurs et opérations
Définition n°4.  Addition de deux vecteurs

Soient # et VvV , on note f; et ¢ les translations associées et
t5=t;°t; (Pour tout point X t5(X)=t;(t.(X)) )
U+vEw

Remarque n°2.
Cette définition un peu théorique ne nous servira pas cette année.
En revanche, la propriété suivante nous sera bien plus utile...

Propriété n°2. La relation de Chasles
AB+BC=4C l

Soient 4, B et C trois points.

preuve :

La translation de vecteur AB suivie de la c

translation de vecteur BC se résume par la B

translation de vecteur AC

A
(Pour comprendre la définition : Izz°f 3=z )
Figure 4

Propriété n°3. Régle du parallélogramme (somme de deux vecteurs de méme origine)

Soient 4, B et C trois points.

AB+AC=A4D ouD le point tel que ABDC est un parallélogramme.

preuve :

= ABDC est un parallélogramme <« AC=BD

» D’aprés la relation de Chasles AB+BD=AD

= Il suffit alors de remplacer BD par AC

dans  D’égalité  précédente  pour  obtenir
AB+AC=4D

(Il faut surtout retenir le dessin et 1’égalité) Figure 5

Définition n°5.  Vecteur opposé, vecteur nul
Soit # un vecteur, on appelle vecteur opposé a u
etonnote —u le vecteur
— qui a méme direction et méme longueur (ou norme) que %
— mais dont le sens est opposé a celui de %
On alors i?+(—'it)=6
0 est appelé le vecteur nul.

Exemple n°l.
—AB=BA nS s
- CDh= pc XC/:;/
mais aussi
—CD=FEF
ou encore B
—FEF=CD

(pensez bien au fait que le sens du vecteur
se lit en suivant la fleche au dessus des
lettres) A

Figure 6
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Définition n°6.
Exemple n°2.

Propriété n°4.

preuve :

Définition n°7.

Exemple n°3.

Remarque n°3.
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Soustraction de vecteurs
Pour soustraire un vecteur, on ajoute son oppos€.

AB—CE=AB+EC . AB—AB=AB+BA=A44=0
Vecteurs et milieu
Soit 4, I et B trois points.

AI=1IB < I estle milieude [A4B]

IA+IB=0 < I estle milieude [A4B]

Laissée a titre d’exercice. (Inspirez vous de la propriété n°1)
Multiplication d’un vecteur par un scalaire (un nombre)

Soit # et k unnombre réel. On appelle produitde # par k

etonnote k-u le vecteur

qui a la méme direction que #

qui ale méme sensque # si k>0 ,oule sens contraire si k<0

et dont la norme (la longueur) est multipliée par la distance a zéro de &

On peut écrire :
CD=2-4B
G = ~05FF = —2-FE

Par contre,

Il n’existe pas de nombre & tel que
AB=k-EF

(car ces vecteurs n’ont pas la méme

direction) E

Figure 7

Il faut bien comprendre que nous avons multipli€¢ un vecteur par nombre et que
cela n’a rien a voir avec le fait de multiplier deux vecteurs entre eux. Il faudra
avancer un peu dans les maths pour en parler...

III Vecteurs et coordonnées

Pour un vecteur

Dans unrepére (O ; I ;J) ,on définit deux « vecteurs de base » :
e, =0l et & =0J

AB quelconque, la

relation de Chasles nous permet| A C

d’écrire:  AB=AC+CB )Y """" A :--:--fi--“-i """ ”:‘

avec C étant choisi tel que (AC) // (OI) |

et (CB) // (OJ). 3 !

On a alors : J 1CB = —4-6
AB = AC+CB = 67 —47, X E

On écrira plus simplement : 62’( . |
Bloiaw B(5) | THET T NG ]

— 3 .

Figure 8
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Définition n°8.  Coordonnées d’un vecteur
Dansunrepére (O ; [ ; J) ,on définit deux « vecteurs de base » :

= 0l et e = OJ . Alors, pour tout vecteur # , il existe deux

nombres x et y telque U=x-€+y-e;
On appellera :
x Dabscisse de
v lordonnée de u

(x, ¥) ou (;) les coordonnées de # dans la base (5'1 ) 5})
Remarque n°4.

Comme pour les points, on notera indifféremment  #(x , y] ou u (;i)

Meéthode n°l. Calculer les coordonnées du vecteur ZE
Dansunrepére (O ;1 ;J) , onsedonne A(x,;y,) et Bxy; vyl

Les coordonnées de AB sont (xB X A)

Y~ Va4
Exemple n°4.
A(—1;3)
3
Le vecteur AB a pour coordonnées
2
Xp—X — (=
BT soit 5-(-1) soit 6
VoY -1-3 ~4 :
T
€2 |
-1 ox e‘i=>1( 2 3 5 6
i B(5;—1)
]
Figure 9
Propriété n°5. Coordonnées du milieu d’un segment

Dans unrepére (O ;I ;J) , onse donne A(XA ; yA) et B(XB ; yB) .

X, +x +
Les coordonnées de K milieu de [ AB] sont K ( 4 7 £ . L 2yB)

preuve:
Notons K (xg ; yi)
K milieu de [4B] & KA+KB = 0
o {x 4~ Xgtxp—x, =0
— Ykt Vs~ Vi

[l
o

X +xp—2x, =0
Yatyp=2yx = 0

=

o | Xatrxy = 2xg

Yatyp = 2yk

:
{ Xy
i

YatVp _
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Propriété n°6. Opérations et coordonnées de vecteur
\ - a s c
Dans un repére (O ;I ;J) , on se donne u(b) et V(d) des

vecteurs ainsi qu’un nombre k&

i 4]+ €| a pour coordonnées |4 ¢
b d b+d

—u a pour coordonnées (_ Z)

k-u a pour coordonnées ka
kb

preuve :
Laissée a titre d’exercice. Revenez a la définition n°8 et utilisez les définitions
du deuxieéme paragraphe.

Exemple n°5.

-(—=2,1 -3 .
On donne u( 2’3) et v(l,S) alors , par exemple :

3x(=2,1) — 2x3 ) ot (—12,3)

3-u—2-v apour coordonnées
3X2,3 — 2X1,5 3,9

Remarque n°5.

Le vecteur nul

0 a pour coordonnées (8)

Propriété n°7. Calcul de la norme d’un vecteur
Dans un repére ORTHONORME (O ; I ; J) , on se donne ﬁ(g)

alors la norme (ou longueur) de # , quise note ||#Z]| , s’obtient grice a

I’égalité :
[2]|=a’+b’

On utilise la décomposition de la figure n°8 et on applique le théoréme de
Pythagore au triangle ABC qui est rectangle en C car le repere est
orthonorme.

preuve :

IV La colinearite

Définition n®9.  Vecteurs colinéaires
Dansunrepére (O ;1 ;J) , onsedonne # et ¥ deux vecteurs
On dit que

7 et ¥ sont colinéaires
si et seulement si
il existe un nombre & tel que u=+k-v

Le vecteur nul est colinéaire a tous les vecteurs.

Remarque n°6.
D’apres la définition n°7, des vecteurs colinéaires sont des vecteurs qui ont la
méme direction.
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Définition n°10. Déterminant de deux vecteurs

-

o — — Z a =2
Soient (61 ; 62) une base orthonormée et deux vecteurs M( b) et V( d)

On appelle déterminant de  # et v dans la base (&) ; &) le nombre
det(;», 17) = ad—bc

Exemple n°6.
Dans la base orthonormée (5’1 ; 5’2) , pour ﬁ(_42) et T’(g)
det\u , v ) = 4x5—(—=2)x3 = 26
Propriété n°8.
Dans la base orthonormée , (?1 ; 5}) on se donne ﬁ(g) et ‘7(2)
u et v sont colinéaires <« det(u_», v ) =0
preuve :
® 1 et v sont colinéaires = det(u , V ) =0
Supposons # et V colinéaires, alors il existe un nombre £ tel que
Uu=kv & a=kc et b=kd
*Si ¢=0 alors a=kX0=0 et ad—bc=0
*Si d=0 alors b=kX0=0 et ad—bc=0
: b e :
» Si c#0 et d#0 alors %ZkZE , d’apres 1’égalité des produits en
croix : ad=bc quiéquivauta ad—bc=0
® 1 et v sont colinéaires <« del(u ,V ) =0
ad—bc=0 ¢équivauta ad=bc
b
*Si ¢#0 et d#0 alors on pose kZ%ZE
ainsi a=kc et b=kd < u=kv et u et VvV sontcolinéaires.
*Si ¢=0 alors ad=0 et a=0 oud=0
*»Si d=0 alors ¥v=0 et u# et V sontcolinéaires.
: b . .
*Si a=0 et d#0 alors on pose k:E ainsi
u=kv et u et Vv sontcolinéaires.
» Les autres cas, d=0 , a=0 et b=0 se traitent de la méme facon et
onobtientque # et V sontcolinéaires.
Méthode n°2. Démontrer que deux vecteurs sont colinéaires ou non.
Enoncé :
Dans un repére orthonormé (O ;I ;J) , les vecteurs suivants sont-ils
colinéaires ? Si oui, déterminer le coefficient de proportionnalité.
-2 -[—6 —[(—=5 =12
u v w z
b ile) e o) R
Réponse :
1) detlu, v )=2x(—18)—6x(—6)=0 2)  detlw ,z )]==5%(=7)-3x12 = =1 £ 0
On en déduit que # et vV sont colinéaires.
2_6 _ 1 On en déduit que W et Z ne sont pas colinéaires.
-6 —18 3
- 1 -
On précise que u=—§~v
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V' Le résumé du cours
= Une direction (on se déplace sur une droite)
Un vecteur c’est trois informations = Un sens (sur cette droite on choisit un sens)

= Une norme ou longueur

Soient A, B, C et D quatre points.
AB=CD &  ABDC est un parallélogramme.

Relation de Chasles | AB+BC =AC l

Reégle du parallélogramme

AB+AC=4D ouDle point tel que ABDC est un parallélogramme.

Vecteur opposé : —AB=BA méme direction, méme norme, sens contraire

Vecteurnul : O0=AA=BB=...

AI=1B < I estle milieude [4B]

JA+IB=0 < [ estle milieu de [4B]

Dansunrepére (O ;I ;J) , onsedonne A(XA ; yA) ; B(XB ; yB)

Les coordonnées de AB sont | ¥~ *4
Y= V4

et si K(xK;yK) est le milieu de [A4B]

-la -[c ..
On se donne u( b) et V ( d) des vecteurs ainsi qu’un nombre &

u (a)_,_;(;) a pour coordonnées (a +c)

—u a pour coordonnées (_ a)
b b+d -b

k-u a pour coordonnées ka
kb

7 et v sont colinéaires
si et seulement si
il existe un nombre £ tel que u=+k-v

—_

il(a) et \7(2) sont colinéaires < det(;, v ):ad—bc:O

b
]| =va’+8’

Si le repere est ORTHONORME
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